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Abstrakt
Tato práce je shrnut́ım vybraných konstrukćı použ́ıvaných v deskriptivńı a kinematické
geometrii. Tyto konstrukce jsou vždy podrobně popsány a dokázány.
Prvńı kapitola je věnována samotnému pojmu křivka a křivost. Druhá se pak věnuje
kuželosečkám, tedy elipse, hyperbole a parabole. Tyto křivky jsou zadefinovány, jsou
popsány jejich hlavńı vlastnosti a je odvozena jejich rovnice. Dále pak kapitola obsahuje
popis r̊uzných druh̊u konstrukćı těchto křivek. Konkrétně jde zejména o bodové konstruce
a konstrukce pomoćı oskulačńıch kružnic.
Třet́ı kapitola se věnuje cyklickým křivkám, tedy cykloidě, epicykloidě, hypocykloidě, pe-
ricykloidě a evolventě křužnice. U těchto křivek je zadefinován pohyb, kterým vznikaj́ı,
a je představeno parametrické vyjádřeńı dané křivky. Následuje popis konstrukce tohoto
pohybu a d̊ukaz, že body této konstrukce odpov́ıdaj́ı parametrickému vyjádřeńı cyklické
křivky.
Na závěr se posledńı čtvrtá kapitola věnuje konchoidám, které se spolu s cyklickými
křivkami řad́ı mezi kinematické křivky. I zde je nejprve představen pohyb, kterým kon-
choidy vznikaj́ı, je popsána konstrukce tohoto pohybu a je dokázáno, že zkonstruované
body odpov́ıdaj́ı rovnici hledané křivky. Konkrétně u konchoidy kružnice je dokázána kon-
strukce Pascalových závitnic.
Všechny konstrukce v práci jsou doplněny interaktivńımi konstrukcemi v programu Geo-
Gebra, které lze využ́ıt např́ıklad při výuce na středńı škole.
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Abstract
This bachelor thesis is the summary of the chosen constructions used in descriptive and
kinematic geometry. These constructions are always described in detail and proven.
The first chapter is devoted to the very concept of curve and curvature. The second
chapter is focused on conic sections, ie ellipses, hyperbolas and parabolas. These curves
are defined, their main characteristics are described, and their equation is derived. Further
off, the chapter contains of the various kinds of constructions of these curves. It is par-
ticularly about point structures and structures using osculating circles.
The third chapter deals with the cyclic curves, ie cycloid, epicycloid, hypocycloid, peri-
cycloid and involute of a circle. For these curves, the motion by which they arise is defined,
and the given curve’s parametric expression is presented. The following is a description of
the construction of this motion and proof that the points of this construction correspond
to the parametric expression of the cyclic curve.
Finally, the fourth chapter focuses on conchoids, which together with cyclic curves rank
among the kinematic curves. Even here the motion by which conchoids are created is
first introduced, the construction of this motion is described, and it is proved that the
constructed points correspond to the equation of the searched curve. Specifically, for the
conchoid of a circle, the construction of limacon of Pascal is proven.
All constructions are supplemented by an interactive construction in the GeoGebra pro-
gram, which can be used to teach in secondary school.
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3 Cyklické křivky 38
3.1 Cykloida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2 Epicykloida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3 Hypocykloida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.4 Pericykloida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Úvod
Tématem této bakalářské práce jsou vybrané geometrické konstrukce a jejich d̊ukazy.
Konkrétně p̊ujde o konstrukce kuželoseček, cyklických křivek a konchoid.
Konstrukce kuželoseček, tedy elipsy, hyperboly a paraboly, jsou velice rozš́ı̌reným
tématem zejména v deskriptivńı geometrii. Je možné naj́ıt mnoho literatury, ve které se
autoři těmto konstrukćım věnuj́ı, avšak ne vždy jsou tyto konstrukce uváděny i s d̊ukazem,
respektive vysvětleńım, proč funguj́ı. Nejlepš́ım př́ıkladem tohoto problému jsou kon-
strukce kuželoseček pomoćı hyperoskulačńıch kružnic. Tyto velice často použ́ıvané kon-
strukce nalezneme téměř v každé učebnici deskriptivńı geometrie, ovšem jejich d̊ukaz již
tak rozš́ı̌rený neńı. Proto se budeme těmto konstrukćım a jejich d̊ukaz̊um věnovat.
Cyklické křivky a konchoidy se oproti kuželosečkám řad́ı pod kinematickou geome-
trii. Je však nutno podotknout, že ćılem této práce neńı představovat základy kinema-
tické geometrie, nýbrž souhrnně a přehledně sepsat konstrukce těchto vybraných křivek
spolu s jejich d̊ukazy. Samozřejmě se některým pojmům a vztah̊um z kinematické geo-
metrie nemůžeme při výkladu kinematických křivek vyhnout, ovšem dané pojmy budeme
vysvětlovat a použ́ıvat pouze na základńı úrovni nutné pro pochopeńı obsahu této práce.
Obecně tedy vždy nejprve zadefinujeme danou křivku, př́ıpadně představ́ıme jej́ı vlast-
nosti a seṕı̌seme postup jej́ı konstrukce. Následovat bude vždy d̊ukaz, proč tato konstrukce
skutečně vede k dané křivce.
Důležitou část́ı této práce budou také konstrukce v programu GeoGebra, kterými
budeme doplňovat výklad jednotlivých konstrukćı.
Co se týče zdroj̊u, zřejmě nejcenněǰśım zdrojem této práce budou učebnice deskriptivńı
geometrie od prof. RNDr. Aloise Urbana, který se v prvńım d́ıle věnuje mimo jiné právě
kuželosečkám a zároveň posledńı kapitolu druhého d́ılu věnoval kinematické geometrii
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a kinematickým křivkám. Ostatńı zdroje budou zřejmě tvořeny daľśımi učebnicemi a texty
z oblasti deskriptivńı a kinematické geometrie.
Nyńı už jen stručně ke struktuře práce. Prvńı kapitola bude věnována obecnému pojmu
křivka a s ńı úzce souvisej́ıćı křivosti. Druhá kapitola se bude věnovat kuželosečkám, je-
jich vlastnostem a zejména bodovým konstrukćım a již zmı́něným konstrukćım pomoćı
hyperoskulačńıch kružnic. Ve třet́ı kapitola se budeme věnovat cyklickým křivkám a na-




Před t́ım, než se začneme zabývat jednotlivými vybranými křivkami, jejich konstruk-
cemi a d̊ukazy, měli bychom se nejprve pozastavit nad samotným pojmem křivka a t́ım,
co představuje.
Pro naše účely nám bude stačit, když si křivku představ́ıme jako dráhu pohybuj́ıćıho
se bodu v rovině nebo v prostoru. Křivku ovšem můžeme źıskat také jako výsledek
vzájemného pr̊uniku dvou ploch (např́ıklad dvou válcových ploch) nebo při pr̊uniku plo-
chy a roviny (např́ıklad elipsa může vzniknout při pr̊uniku rotačńı válcové plochy a roviny,
která procháźı válcem a neńı kolmá na osu válce). Neméně d̊uležité je ale také si uvědomit,
že křivka může být chápána jako množina bod̊u, které odpov́ıdaj́ı dané vlastnosti. [3,
str. 125]
Křivky můžeme dělit do několika kategoríı. Jedńım ze základńıch děleńı je rozděleńı
křivek na rovinné a prostorové, přičemž rovinnými křivkami nazýváme takové křivky,
jejichž všechny body naléž́ı jedné rovině. V opačném př́ıpadě mluv́ıme o křivkách prosto-
rových. Jako př́ıklad rovinných křivek můžeme uvést kuželosečky, tedy kružnici, elipsu,
parabolu či hyperbolu. Prostorovou křivkou je pak např́ıklad šroubovice. [3, str. 125]
Nyńı se pozastavme ještě nad t́ım, jak nejlépe konkrétńı křivku popsat. Důležitý je
v této souvislosti pojem empirická křivka. Jedná se o křivku, u které známe jej́ı tvar,
respektive graf, ovšem nedokážeme takovouto křivku popsat žádnými matematickými
vztahy [2, str. 7]. V této práci se však budeme zabývat pouze křivkami, které popsat lze
a budeme k tomu využ́ıvat r̊uzné zp̊usoby. Stejně jako se můžeme na pojem křivka d́ıvat
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z mnoha r̊uzných pohled̊u, můžeme ji také mnoha zp̊usoby definovat. Vzhledem k tomu,
že v daľśım textu budeme často využ́ıvat parametrické rovnice, připomeňme, jak takovéto
rovnice vypadaj́ı.
Máme-li pravoúhlou souřadnicovou soustavu {O; x; y}, je rovinná křivka dána rovni-
cemi
x = x(t), y = y(t), t ∈ I,
kde x(t) a y(t) jsou funkce proměnné t definované v intervalu I, které maj́ı derivace všech
řád̊u. Tyto rovnice nazýváme parametrické rovnice křivky, t nazýváme parametr. Tyto
rovnice můžeme ale ještě upravit. Jestliže parametrické rovnice uprav́ıme tak, abychom
odstranili parametr t, źıskáme rovnici ve tvaru
f(x, y) = 0,
kterou nazýváme implicitńı tvar rovnice křivky. [2, str. 7-8]
Z těchto r̊uzných tvar̊u rovnice křivky budeme u jednotlivých křivek volit vždy ten pro
naše potřeby nejvhodněǰśı. Nebudeme však již rozeb́ırat např́ıklad jednoznačnost či exis-
tenci těchto r̊uzných tvar̊u pro jednotlivé křivky, jelikož tato problematika neńı tématem
této práce.
S pojmem křivka se neodmyslitelně poj́ı také pojem křivost. Křivost lze vyjádřit
č́ıslem, které přǐrazujeme ke konkrétńımu bodu křivky. Toto č́ıslo popisuje chováńı křivky
v daném bodě, respektive, přesněji řečeno, popisuje chováńı nekonečně malého oblouku
křivky v okoĺı daného bodu.
Křivost může nabývat stejných hodnot na celé délce křivky (např́ıklad u kružnice),
ovšem hodnota křivosti se také může v r̊uzných bodech křivky měnit. Jako př́ıklad můžeme
využ́ıt elipsu. Křivost elipsy se opakuje v jednotlivých kvadrantech elipsy, ovšem v jednom
daném kvadrantu elipsy se jej́ı křivost neustále měńı. [3, str. 126]
Později se v souvislosti s oskulačńımi kružnicemi budeme zabývat tzv. středem křivosti
a poloměrem křivosti. Nyńı se však ještě pod́ıvejme, jak obecně lze vyjádřit hodnotu
křivosti křivky v libovolném jej́ım bodě.
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Křivost křivky v jakémkoliv jej́ım bodě A1 (obr. 1.1) je rovna limitě poměru úhlu
mezi tečnami křivky v sousedńıch bodech A1, A2 a délkou oblouku A1A2, jestliže bod A2









Obrázek 1.1: Křivost křivky
Pod́ıvejme se např́ıklad, jak by se určila křivost kružnice. Kružnice má ve všech bodech


















Křivost kružnice je tedy rovna převrácené hodnotě jej́ıho poloměru.
Později si pomoćı kostrukce oskulačńıch kružnic odvod́ıme křivost i daľśıch křivek.




Pojem kuželosečky je souhrnným názvem pro množinu rovinných křivek, obsahuj́ıćı
elipsu, parabolu a hyperbolu. V některé literatuře se k těmto třem křivkám řad́ı ještě
kružnice, my ovšem budeme s kružnićı pracovat pouze jako se speciálńım př́ıpadem elipsy.
Název kuželosečky je odvozen ze skutečnosti, že tyto křivky vznikaj́ı při řezu rotačńı
kuželové plochy rovinou [1, str. 31].
Kuželovou plochou rozumı́me množinu všech př́ımek v prostoru, které procházej́ı daným
bodem V a kružnićı k, která nálež́ı do roviny neprocházej́ıćı bodem V . Bod V nazýváme
vrcholem kuželové plochy a kružnici k ř́ıd́ıćı kružnićı. Vrcholovou rovinou rozumı́me
rovinu, která procháźı vrcholem V . Př́ımku procházej́ıćı vrcholem V a středem ř́ıd́ıćı
kružnice k nazýváme osou kuželové plochy. Př́ımky procházej́ıćı vrcholem V a ř́ıd́ıćı
kružnićı k nazýváme povrchové př́ımky, respektive površky [1, str. 83].
Rotačńı kuželová plocha se běžně definuje pomoćı rotace př́ımky. Mějme dvě r̊uznoběžky
v prostoru, které na sebe nejsou kolmé (jsou tedy vzájemně kosé). Jednu z těchto př́ımek si
zvoĺıme jako osu otáčeńı (osu kuželové plochy) a druhou př́ımku kolem této osy necháme
rotovat. Rotaćı této př́ımky kolem osy otáčeńı vzniká rotačńı kuželová plocha [1, str. 85].
Takovouto plochu můžeme proložit rovinou, přičemž pr̊unikem těchto dvou objekt̊u
vznikne (za předpokladu, že se nejedná o vrcholovou rovinu) jedna ze zmı́něných kuželoseček.
Pokud by rovina procházela vrcholem V , mohly by nastat tři možnosti. Jesliže by takováto
rovina prot́ınala ř́ıd́ıćı kružnici ve dvou bodech, pr̊unikem by byly dvě r̊uznoběžné př́ımky.
Pokud by vrcholová rovina procházela jedńım bodem ř́ıd́ıćı kružnice, výsledkem řezu by
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byla povrchová př́ımka (površka) a danou rovinu bychom nazývali tečnou rovinou. A nako-
nec, pokud by rovina procházela pouze vrcholem V a neprot́ınala ř́ıd́ıćı kružnici v žádném
bodě, źıskali bychom pouze vrchol V [1, str. 84].
Předpokládejme tedy, že nanestane ani jeden z těchto speciálńıch př́ıpad̊u. Pak můžeme
rozlǐsit tři r̊uzné typy řez̊u. Jestliže bude rovina prot́ınat všechny povrchové př́ımky,
respektive nebude rovnoběžná s ani jednou povrchovou př́ımkou, výsledkem řezu bude
elipsa. Speciálńım př́ıpadem je pak již zmı́něná kružnice, která vznikne tehdy, když je
daná rovina kolmá na osu kuželové plochy. V př́ıpadě, že je rovina rovnoběžná s právě
jednou povrchovou př́ımkou, vznikne parabola. A pokud je rovina řezu rovnoběžná se
dvěmi povrchovými př́ımkami, je výsledkem hyperbola, jej́ıž asymptoty maj́ı stejný směr,
jako dané povrchové př́ımky [4, str. 272].
V následuj́ıćıch kapitolách se na tyto jednotlivé kuželočky zaměř́ıme. Zadefinujeme si




Elipsa je množina všech bod̊u roviny, které maj́ı od dvou pevných bod̊u stálý součet
vzdálenost́ı věťśı než vzdálenost pevných bod̊u.
Tato definice elipsy př́ıpoušt́ı splynut́ı daných pevných bod̊u a můžeme tedy d́ıky této
definici klasifikovat kružnici jako speciálńı př́ıpad elipsy. V některé literatuře se však tyto
dva př́ıpady odlǐsuj́ı a do definice elipsy se přidává podmı́nka, aby dané pevné body byly
r̊uzné. Daľśım d̊uležitým prvkem definice je podmı́nka, aby součet vzdálenost́ı od daných
bod̊u byl větš́ı než vzdálenost těchto bod̊u. Pokud bychom tuto podmı́nku vynechali,
připustili bychom, že součet vzdálenost́ı může být bud’ stejný jako vzdálenost pevných
bod̊u, č́ımž bychom źıskali úsečku, nebo dokonce menš́ı než vzdálenost pevných bod̊u,
čemuž by však žádné body roviny neodpov́ıdaly a množina takovýchto bod̊u by byla
prázdná [1, str. 31].
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2.1.2 Základńı pojmy a vlastnosti
Dané dva pevné body se nazývaj́ı ohniska a znač́ı se obvykle F1 a F2.1 Vzdálenosti
bodu elipsy od ohniska nazýváme pr̊uvodiče a znač́ıme je r1 a r2.2
Body A, B se nazývaj́ı hlavńı vrcholy elipsy a body C, D vedleǰśı vrcholy elipsy. Př́ımka
←→
AB se nazývá hlavńı osa elipsy a př́ımka ←→CD vedleǰśı osa elipsy. Pr̊useč́ık os se znač́ı S
a nazývá se střed elipsy.
Vzdálenost hlavńıch vrchol̊u od středu elipsy se nazývá délka hlavńı poloosy a znač́ı
se ṕısmenem a. Vzdálenost vedleǰśıch vrchol̊u od středu elipsy nazýváme délka vedleǰśı
poloosy a znač́ı se ṕısmenem b. Délka hlavńı osy je tedy rovna č́ıslu 2a a délka vedleǰśı
osy 2b [5, str. 132].
Vzdálenost ohnisek od středu se znač́ı ṕısmenem e a nazývá se excentricita (neboli
délková výstřednost). [1, str. 31] [4, str. 38]
Obrázek 2.1: Elipsa
Elipsa je vždy osově souměrná podle své hlavńı a vedleǰśı osy. Z tohoto d̊uvodu se tyto
osy někdy označuj́ı jako osy souměnosti. Dále je pak elipsa také středově souměrná podle
svého středu (pr̊useč́ıku os souměrnosti).
Z definice lze snadno nahlédnout, že součet pr̊uvodič̊u se rovná velikosti hlavńı osy,
tedy vzdálenosti hlavńıch vrchol̊u. Z toho dále plyne, že vzdálenost vedleǰśıch vrchol̊u
1Ṕısmeno F je odvozeno od latinského slova fokus pro ohnisko.
2Ṕısmeno r je odvozeno od latinského slova radius pro pr̊uvodič.
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a ohnisek se rovná č́ıslu a. V elipse se nám tedy vytvoř́ı pravoúhlý trojúhelńık, jehož
odvěsnami jsou excentricita e s poloosou b a přeponou je poloosa a. Tento trojúhelńık se
označuje jako charakteristický trojúhelńık elipsy (△F1SC na obr. 2.1).
Z pomoćı Pythagorovy věty lze z daného trojúhelńıku odvodit vztah a2 = b2 +e2. Dále
z něj také plyne, že a > b a a > e. [1, str. 32]
2.1.3 Rovnice elipsy
Rovnici elipsy lze snadno odvodit z definice. Odvod́ıme si rovnici elipsy, jej́ıž střed
umı́st́ıme do počátku soustavy souřadnic a jej́ımi osami budou osy x a y. Hlavńı body
takovéto elipsy maj́ı souřadnice, které vid́ıme na obr. 2.2.
Obrázek 2.2: Elipsa umı́stěná v počátku souřadnicové soustavy.
Z definice v́ıme, že bod X [x, y] bude bodem elipsy právě tehdy, pokud bude platit:
|XF1|+ |XF2| = 2a.
Tuto rovnost si nejprve rozeṕı̌seme pomoćı vzorce pro výpočet vzdálenosti dvou bod̊u
v rovině. √
(x + e)2 + y2 +
√
(x− e)2 + y2 = 2a.
Nyńı výraz umocńıme na druhou a uprav́ıme.√
(x + e)2 + y2
√
(x− e)2 + y2 = 2a2 − x2 − y2 − e2.
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Rovnici opět umocńıme, abychom źıskali výraz bez odmocnin a opět uprav́ıme.
x2 · (a2 − e2) + a2y2 = a2 · (a2 − e2).
Z charakteristického trojúhelńıku jsme si již odvodili vztah a2 = b2 + e2. Můžeme tedy
využ́ıt rovnosti b2 = a2 − e2 a rovnici ještě dále upravit.
x2b2 + a2y2 = a2b2.







2.1.4 Provázková konstrukce elipsy
Provázková konstrukce elipsy, též známá jako zahradnická, vycháźı př́ımo z definice
a je ryze praktická. Umı́st́ıme si dva pevné body (ohniska) a vezmeme si provázek, jehož
délka bude větš́ı než vzdálenost ohnisek. Konce provázku upevńıme v ohnisćıch a pomoćı
tužky (koĺıku) provázek napname a začneme kroužit kolem ohnisek, č́ımž se nám vytvoř́ı
elipsa [4, str. 36].
2.1.5 Bodová konstrukce elipsy
V geometrické konstrukci samozřejmě nebudeme použ́ıvat provázky a koĺıky, ale zkon-
struujeme elipsu d́ıky podobné myšlence. Jen mı́sto provázku použijeme úsečku. Tuto
konstrukci elipsy využijeme v př́ıpadě, že známe umı́stěńı ohnisek a součet pr̊uvodič̊u
jej́ıch bod̊u. Sestroj́ıme dostatečný počet bod̊u elipsy, abychom mohli (nejlépe pomoćı
křiv́ıtka) elipsu nakreslit.
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Postup konstrukce: Obr. 2.3
1. Ohniska označ́ıme F1 a F2 a součet pr̊uvodič̊u 2a.
2. Sestroj́ıme úsečku KL, jej́ıž délka bude 2a a střed S úsečky F1F2.
3. Hlavńı vrcholy A, B najdeme jako pr̊useč́ıky kružnice k1(S, 12 |KL|) a př́ımky F1F2.
4. Vedleǰśı vrcholy C, D najdeme jako pr̊useč́ıky kružnic k2(S, 12 |KL|) a k3(S,
1
2 |KL|).
5. Libovolný daľśı bod elipsy najdeme tak, že si na úsečce KL zvoĺıme libovolný bod M
a narýsujeme kružnice k4(F1, |KM |) a k5(F2, |ML|). Pr̊useč́ıky těchto dvou kružnic
jsou dva body (M1, M2) námi hledané elipsy.
6. T́ımto postupem najdeme dostatek bod̊u elipsy tak, abychom mohli nakreslit ply-
nulou křivku.
Obrázek 2.3: Konstrukce jednotlivých bod̊u elipsy (GeoGebra)
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D̊ukaz. Dokažme si nyńı, že takto zkonstruované body jsou skutečně body námi hledané
elipsy s ohnisky F1 a F2 a součtem pr̊uvodič̊u 2a.
Z konstrukce hlavńıch vrchol̊u plyne, že plat́ı:
|F1A|+ |F2A| = |F1A|+ |F1B| = |AB| = |KL| = 2a,
|F1B|+ |F2B| = |F1B|+ |F1A| = |AB| = |KL| = 2a.
Body A, B jsou tedy body elipsy.
Z konstrukce vedleǰśıch vrchol̊u plyne, že plat́ı:
|F1C|+ |F2C| = a + a = 2a,
|F1D|+ |F2D| = a + a = 2a.
Body C, D jsou tedy body elipsy.
Zbývá dokázat, že i námi zkonstruovaný bod M1(M2) má součet pr̊uvodič̊u 2a. To je však
opět zřejmé ihned z konstrukce:
|F1M |+ |F2M | = |KM |+ |ML| = |KL| = 2a.
Dvě poznámky na závěr této konstrukce. Pro správné použit́ı konstrukce je nutné si
ještě uvědomit, že bod M nemůžeme na úsečce KL volit zcela libovolně. V trojúhelńıku
F1F2M plat́ı trojúhelńıková nerovnost, z čehož plyne, že bod M muśıme volit tak, aby
(na úsečce AB) ležel mezi ohnisky elipsy. Pokud bychom na toto pravidlo nepamatovali,
mohlo by se stát, že kružnice k4 a k5 by se nám neprotly v žádném bodě.
Nakonec se ještě pozastavme nad využit́ım této konstrukce v praxi. Pokud rýsujeme
v programu Geogebra, můžeme si konstrukci velice usnadnit animaćı bodu M po úsečce KL.
Když budeme zaznamenávat stopu bod̊u M1 a M2, vytvoř́ı se nám přesná elipsa, kte-
rou hledáme. Při klasickém rýsováńı se však konstrukce v této podobě př́ılǐs nepouž́ıvá.
Abychom dokázali nakreslit přesnou elipsu, potřebujeme k tomu dostatek bod̊u, což ovšem
vyžaduje velký počet krok̊u a nakonec vede k nepřehlednosti celé konstrukce. Menš́ı počet
bod̊u by však na druhou stranu vedl k nepřesnosti výsledné elipsy. K tomu nav́ıc elipsa
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procházej́ıćı velkým počtem bod̊u zkrátka neńı př́ılǐs ”hezká“. Proto se tato konstrukce
nejčastěji sṕı̌se kombinuje s konstrukćı oskulačńıch, resp. hyperoskulačńıch, kružnic, kte-
rou si ukážeme později [1, str. 31-32] [4, str. 36-37].
2.1.6 Trojúhelńıková konstrukce elipsy
Trojúhelńıkovou konstrukci využijeme tehdy, když známe střed elipsy a jej́ı hlavńı
a vedleǰśı vrcholy. Ćıl konstrukce je podobný jako u předchoźı, tedy narýsovat dostatečné
množstv́ı bod̊u elipsy, abychom mohli dokreslit plynulou křivku, procházej́ıćı těmito body.
Předpokládejme tedy, že známe polohu středu S, hlavńıho vrcholu A a vedleǰśıho vr-
cholu C. Pro účely d̊ukazu si zadáńı rovnou umı́stěme do soustavy souřadnic tak, aby byl
střed elipsy v počátku a osy elipsy splývaly s osami soustavy souřadnic. Nalézt vrcholy B
a D je vzhledem k symetrii elipsy podle jej́ıch os snadné. Ostatńı body najdeme pomoćı
následuj́ıćıho postupu.
Postup konstrukce: Obr. 2.4
1. Nejprve sestroj́ıme kružnice ka(S, |SA| = a) a kb(S, |SC| = b).
2. Na kružnici ka si zvoĺıme libovolný bod K a nalezneme bod L, lež́ıćı na pr̊uniku
úsečky SK a kružnice kb.
3. Bodem K vedeme rovnoběžku s osou y a bodem L vedeme rovnoběžku s osou x.
4. Náš hledaný bod elipsy M lež́ı na pr̊uniku těchto př́ımek, a tedy plat́ı ML∥SA
a MK∥SC.
D̊ukaz. Dokažme si nyńı, že takto zkonstruovaný bod M je bodem elipsy, jej́ıž poloosy
maj́ı délky a a b.
Nejprve si označme úhel α = ∢ASK.
Odvod́ıme si souřadnice bodu M . Označme je takto:
M [xM , yM ] .
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Obrázek 2.4: Trojúhelńıková konstrukce elipsy (GeoGebra)
Z trojúhelńıku SPK s pravým úhlem u vrcholu P můžeme odvodit souřadnici xM .
Souřadnici yM odvod́ıme z pravoúhlého trojúhelńıku SRL s pravým úhlem u vrcholu R.























T́ım jsme dokázali, že bod M je bodem námi hledané elipsy.
Na závěr opět poznámka. Obecně lze ř́ıci, že je tato konstrukce přesněǰśı oproti předchoźı3,
jelikož pracuje pouze s rovnoběžnými a kolmými př́ımkami. I v této konstrukci se však
3Samozřejmě za předpokladu, že nepracujeme např́ıklad v programu Geogebra, kde se nemuśıme
potýkat s rizikem nepřesného rýsováńı, zp̊usobeného lidskou chybou.
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při velkém počtu krok̊u dá časem ztratit a proto ani ona neńı samostatně př́ılǐs vhodná
pro konstrukci elipsy. Opět však můžeme tuto konstrukci doplnit konstrukćı oskulačńıch
kružnic a t́ım sńıžit nároky na počet bod̊u, které je nutno takto zkonstruovat, abychom
odhalili dráhu námi hledané křivky [7, str. 42-43].
2.1.7 Konstrukce elipsy pomoćı oskulačńıch kružnic
Již v prvńı kapitole jsme poprvé užili pojem ”oskulačńı kružnice“. Nyńı si tedy pojd
’me
podrobněji vyložit, o co se vlastně jedná a k čemu tyto kružnice slouž́ı.
Tyto kružnice jsou velice praktickým nástrojem pro rýsováńı elipsy. Můžeme jimi napo-
dobit pr̊uběh elipsy v libovolném jej́ım bodě. Pokud tyto oskulačńı kružnice konstruujeme
ve vrcholech elipsy, nazýváme je hyperoskulačńı kružnice.
Jedná se o kružnice, které maj́ı v daném bodě podobné zakřiveńı, jako námi hledaná
křivka. Nejedná se však o libovolnou kružnici napodobuj́ıćı chováńı křivky, ale o kružnici,
která nahrazuje křivku v daném bodě ze všech kružnic nejlépe. Oskulačńı kružnice se
často popisuje jako kružnice, která má s danou křivkou společnou dvojnásobnou tečnu.
Bĺıže se touto myšlenkou budeme zabývat v d̊ukazu.
Středy oskulačńıch kružnic nazýváme středy křivosti a poloměry oskulačńıch kružnic
nazýváme poloměry křivosti. Již jsme si v předchoźı kapitole vyložili pojem křivost a jeho







Pokud vezmeme do úvahy tento vrozec a definici oskulačńıch kružnic, dojdeme snadno
k závěru, že křivost křivky v daném bodě se rovná převrácené hodnotě poloměru oskulačńı
kružnice, která křivku v daném bodě nahrazuje.
Pojd’me si nyńı vyložit, jak se tyto oskulačńı kružnice konstruuj́ı, konkrétně provedeme
konstrukci hyperoskulačńıch kružnic, které se využ́ıvaj́ı při konstrukci elipsy nejčastěji.
Následně si pak dokážeme, že takto zvolené kružnice skutečně napodobuj́ı elipsu ve vr-
cholech.
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Postup konstrukce: Obr. 2.5
1. Střed elipsy označ́ıme S, hlavńı vrcholy A, B a vedleǰśı vrcholy C, D.
2. Sestroj́ıme obdélńık ASCE a jeho úhlopř́ıčku AC.
3. Vedeme kolmici bodem E na úsečku AC. V mı́stech, kde se tato kolmice protne
s osami elipsy lež́ı středy oskulačńıch kružnic (SA, SC). Daľśı dva středy (SB, SD)
nalezneme bud’ obdobnou konstrukćı nebo pomoćı symetrie elipsy podle jej́ıch os.
4. Výsledné kružnice maj́ı střed v nalezených bodech a procházej́ı př́ıslušným vrcholem
elipsy.
Obrázek 2.5: Konstrukce pomoćı oskulačńıch kružnic (GeoGebra)
Oskulačńı kružnice na sebe nenavazuj́ı a proto se konstrukce často ještě doplňuje
konstrukćı několika samostatných bod̊u, na obr. 2.5 se konkrétně jedná o body M a N .
Výslednou elipsu následně konstruujeme pomoćı křiv́ıtka tak, aby procházela nalezenými
body a dotýkala se oskulačńıch kružnic [5, str. 132-133].
D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že každá kružnice, která se dotýká elipsy např́ıklad v jej́ım
vrcholu, ji přibližně v okoĺı tohoto vrcholu nahrazuje. My ovšem hledáme kružnici, která
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elipsu v jej́ım vrcholu nahrazuje ze všech nejlépe. Užijeme k tomu následuj́ıćı úvahu.
Položme si elipsu do soustavy souřadnic tak, aby jej́ı střed byl v počátku a osami elipsy
byly osy x a y. Pak každá kružnice k0, která se dotýká elipsy v bodě A má střed S0 [x0, 0]
(r̊uzný od vrcholu A) a jej́ı rovnici můžeme zapsat ve tvaru
(x− x0)2 + y2 = (a + x0)2.
Množinu bod̊u, které lež́ı na kružnici k0 i elipse najdeme pomoćı řešeńı soustavy těchto
dvou rovnic:
(x− x0)2 + y2 = (a + x0)2,
b2x2 + a2y2 = a2b2.
Prvńı rovnici vynásob́ıme č́ıslem −a2, sečteme ji s druhou rovnićı a převedeme vše na
levou stranu.
−a2(x− x0)2 + b2x2 + a2(a + x0)2 − a2b2 = 0.
Umocńıme a roznásob́ıme závorky, vytkneme b2 a a2 a výraz uprav́ıme.
b2(x2 − a2) + a2(a2 − x2 + 2x0(x + a)) = 0.
Vytknut́ım výrazu (x + a) nakonec źıskáme
(x + a) ·
(
b2 · (x− a) + a2 · (a + 2x0 − x)
)
= 0.
Společné body kružnice k0 a elipsy tedy lež́ı na dvou př́ımkách. Jednou z nich je
x + a = 0,
což znamená, že kružnice k0 se skutečně dotýká elipsy v bodě A.
Druhou př́ımkou je
[
b2 · (x− a) + a2 · (a + 2x0 − x)
]
= 0. (2.1)
Abychom źıskali kružnici, která bude elipsu v bodě A nahrazovat ze všech nejlépe, muśı
také všechny ostatńı pr̊useč́ıky kružnice k0 a elipsy splývat s bodem A, což znamená, že
i druhá př́ımka muśı odpov́ıdat rovnici x + a = 0. Toho můžeme ovšem doćılit vhodným
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dosazeńım do 2.1 za x0.
Nyńı se tedy na chv́ıli pozastavme a odvod’me si souřadnici středu SA, který jsme nalezli

































Dosad’me tedy x0 = −
e2
a
do 2.1. Rovnici pak uprav́ıme a dostáváme
b2x + ab2 − a3 − a2x = 0.
Dále můžeme ještě vytknout výraz (x + a) a celou rovnici vydělit č́ıslem (b2 − a2), č́ımž
źıskáme rovnici
x + a = 0.
T́ımto jsme dokázali, že námi sestrojená kružnice ka skutečně nahrazuje elipsu v jej́ım
vrcholu A, a to lépe, než kterákoliv jiná kružnice. Je tedy oskulačńı kružnićı elipsy ve
vrcholu A.
Z toho zároveň plyne, že křivost elipsy ve vrcholu A je rovna a
b2
.
Obdobně bychom vedli d̊ukaz i pro kružnici kc [1, str. 38].
2.2 Hyperbola
2.2.1 Definice
Hyperbola je množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou pevných r̊uzných bod̊u stálý kladný
rozd́ıl vzdálenost́ı, který je menš́ı než vzdálenost daných pevných bod̊u.
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Definice hyperboly je velice podobná definici elipsy a stejně tak se budeme setkávat
s mnoha pojmy a vztahy, které jsme si zavedli již u elipsy. Pevné body např́ıklad také
znač́ıme F1 a F2 a nazýváme je ohniska. Nyńı se podrobněji zaměřme na definici hyperboly.
Kdybychom nepožadovali, aby byl rozd́ıl vzdálenost́ı kladný, připouštěli bychom, že
může být i nulový, č́ımž bychom však źıskali osu souměrnosti úsečky F1F2. U definice
elipsy jsme připustili, aby mohly ohniska splynout v jeden bod, č́ımž jsme źıskali kružnici.
V tomto př́ıpadě bychom však t́ımto krokem pouze připustili, že stálý rozd́ıl vzdálenost́ı
může být nulový, přičemž v takovém př́ıpadě by definici odpov́ıdaly všechny body roviny.
Jako posledńı upozorńıme na to, že požadujeme, aby body měly vzdálenosti ”menš́ı než“.
Kdybychom tuto podmı́nku vynechali, připustili bychom možnost, že rozd́ıl vzdálenost́ı
může být roven vzdálenosti F1F2. V takovém př́ıpadě bychom však źıskali př́ımku F1F2,
ze které bychom vyjmuli body úsečky F1F2 [1, str. 40].
2.2.2 Základńı pojmy a vlastnosti
Jak jsme již řekli, dané dva pevné body z definice se nazýváj́ı ohniska a znač́ı se F1 a F2.
Obdobně se od elipsy přenáš́ı také pojem pr̊uvodič, kterým označujeme vzdálenost bodu
hyperboly od jednoho z ohnisek.
Body A, B nazýváme vrcholy hyperboly. Př́ımka F1F2 se označuje jako hlavńı osa
hyperboly, osa souměrnosti úsečky F1F2 jako vedleǰśı osa. Pr̊useč́ık obou os nazýváme
středem hyperboly a znač́ıme S.
Vzdálenost vrchol̊u hyperboly od jej́ıho středu nazýváme délka hlavńı poloosy, vzdálenost
vrchol̊u AB pak délka hlavńı osy a použ́ıváme zavedené značeńı |AB| = 2a.
Absolutńı hodnota rozd́ılu pr̊uvodič̊u libovolného bodu hyperboly se muśı rovnat ve-
likosti hlavńı osy, tedy |F1M − F2M | = 2a.
Vzdálenost ohnisek od středu hyperboly nazýváme excentricita a znač́ıme e.
Délku vedleǰśı osy nemůžeme vyjádřit tak snadno jako u elipsy, jelikož hyperbola
nemá se svou vedleǰśı osou žádný společný bod (vedleǰśı osa je množina bod̊u, které maj́ı
nulový rozd́ıl vzdálenost́ı od ohnisek). Můžeme ji však vyjádřit hodnotami a a e pomoćı
pravoúhlého trojúhelńıku SBE (viz obr. 2.6). Pak je tedy b =
√
e2 − a2. Trojúhelńık SBE
nazýváme charakteristický trojúhelńık hyperboly.
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Obrázek 2.6: Hyperbola
Hyperbola je osově souměrná podle svých os a středově souměrná podle jejich pr̊useč́ıku
(středu hyperboly).
Podle definice lze rozdělit body do dvou skupin. Pro jednu bude platit rovnost |F1M |−
|F2M | = 2a a pro druhou rovnost |F2M |−|F1M | = 2a. Je zřejmé, že pro žádný bod hyper-
boly nebudou platit obě tyto rovnosti současně a proto hyperbolu tvoř́ı dvě tzv. větve hy-
perboly, které se v žádném bodě neprot́ınaj́ı.
Dvě př́ımky u1 a u2, k nimž se větve hyperboly neomezeně bĺıž́ı se nazýváj́ı asymptoty
hyperboly. Tyto př́ımky procházej́ı středem hyperboly S a s hlavńı osou hyperboly sv́ıraj́ı
úhel α, pro který plat́ı tgα = b
a
. Tento vztah lze snadno odvodit z charakteristického
trojúhelńıku. Hyperbolu nazveme rovnoosou, jestliže jej́ı asymptoty budou sv́ırat pravý
úhel, což nastane právě tehdy, když bude platit a = b [1, str. 40-41] [4, str. 56-58].
2.2.3 Rovnice hyperboly
Rovnici hyperboly lze opět snadno odvodit z definice. Odvod́ıme si rovnici hyperboly,
jej́ıž střed umı́st́ıme do počátku soustavy souřadnic a jej́ımi osami budou osy x a y. Hlavńı
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body takovéto hyperboly maj́ı souřadnice, které vid́ıme na obr. 2.7.
Z definice v́ıme, že bod M [x, y] bude bodem hyperboly právě tehdy, když
||MF1| − |MF2|| = 2a.
Tuto rovnost si nejprve rozeṕı̌seme pomoćı vzorce pro výpočet vzdálenosti dvou bod̊u
v rovině. ⏐⏐⏐⏐√(x− e)2 + y2 −√(x + e)2 + y2⏐⏐⏐⏐ = 2a.
Výraz stejně jako u elipsy dvakrát umocńıme a uprav́ıme.
x2 · (e2 − a2)− y2a2 = a2 · (e2 − a2).
Z charakteristického trojúhelńıku jsme si již odvodili vztah b2 = e2 − a2. Můžeme tedy
využ́ıt tuto rovnost a rovnici ještě dále upravit.
x2b2 − y2a2 = a2b2







Obrázek 2.7: Hyperbola umı́stěná v počátku souřadnicové soustavy.
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2.2.4 Bodová konstrukce hyperboly
Tuto konstrukci použijeme v př́ıpadě, kdy známe ohniska hyperboly a stálý rozd́ıl
pr̊uvodič̊u jej́ıch bod̊u. Nicméně stejně jako u elipsy se tato konstrukce samostatně př́ılǐs
nepouž́ıvá a vetšinou slouž́ı jen jako pomocná konstrukce při konstrukci pomoćı oskulačńıch
kružnic. Dále je také vhodné si při jakékoliv konstrukci elipsy pomoct konstrukćı asymptot.
Nyńı si však vyložme, jak tedy zkonstrukovat jednotlivé body.
Postup konstrukce: Obr. 2.8
1. Ohniska označ́ıme F1 a F2 a stálý rozd́ıl pr̊uvodič̊u 2a.
2. Sestroj́ıme úsečku KL, |KL| = 2a a střed S úsečky F1F2.
3. Vrcholy hyperboly A, B nalezneme jako pr̊useč́ıky kružnice k1(S, 12 |KL|) a př́ımky F1F2.
4. Na př́ımce F1F2 si zvoĺıme bod R tak, aby ležel mimo úsečku F1F2.
5. Daľśı body hyperboly (M1, M2, M3, M4) nalezneme jako pr̊useč́ıky dvou kružnic,
které voĺıme následuj́ıćım zp̊usobem: Jedna kružnice bude mı́t střed v ohnisku F1,
druhá v ohnisku F2. Jedna z těchto kružnic bude mı́t poloměr |AR|, druhá |BR|.
Kombinacemi těchto parametr̊u můžeme pro jeden bod R nalézt 4 body hyperboly,
které budou souměrné podle os hyperboly a jej́ıho středu.
D̊ukaz. Nyńı si dokažme, že takto zkonstruované body skutečně odpov́ıdaj́ı námi hledané
hyperbole s ohnisky F1 a F2 a rozd́ılem pr̊uvodič̊u 2a.
Pro body A, B plat́ı:
||F2A| − |F1A|| = |AB| = |KL| = 2a,
||F1B| − |F2B|| = |AB| = |KL| = 2a.
Body A, B tedy splňuj́ı definici hyperboly.
Zvolme si ted’ jeden konkrétńı bod M1, který lež́ı na pr̊uniku kružnic m1(F1, |BR|)
a m2(F2, |AR|). Pro něj plat́ı:
||F1M1| − |F2M1|| = ||BR| − |AR|| = |AB| = |KL| = 2a,
z čehož plyne, že bod M1 také splňuje definici hyperboly.
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Obrázek 2.8: Bodová konstrukce hyperboly (GeoGebra)
Jak jsme již předeslali, konstrukci lze doplnit o asymptoty, které lze snadno zkonstru-
ovat pomoćı charakteristického trojúhelńıku.
Ještě se ale pozastavme nad t́ım, proč je nutné, aby bod R, volený na př́ımce F1F2,
ležel mimo úsečku F1F2. V trojúhelńıku F1F2M1 plat́ı trojúhelńıková nerovnost, a tedy
plat́ı
|r1 − r2| ≦ |F1F2| ≦ r1 + r2.
Pokud bychom tuto nerovnost porušili zvoleńım bodu R na úsečce F1F2, dané kružnice se
středy F1, F2 a poloměry |AR|, |BR| by se nám neprotly v žádném bodě. Pokud nastane
rovnost (v př́ıpadě, že bod R zvoĺıme př́ımo v ohnisku hyperboly), hledané kružnice se
protnou pouze v jednom bodě, a to právě ve vrcholu hyperboly [1, str. 40-41]. [4, str. 56]
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2.2.5 Konstrukce hyperboly pomoćı oskulačńıch kružnic
Co jsou oskulačńı kružnice a k čemu slouž́ı jsme si již vyložili u elipsy. Proto u hy-
perboly již uvedeme pouze konstrukci a stručněǰśı d̊ukaz. Rozd́ıl oproti elipse je zejména
v počtu hyperoskulačńıch kružnic, které konstruujeme. Zat́ımco u elipsy jsme hledali
čtyři tyto kružnice, u hyperboly hledáme pouze dvě. Tyto dvě jsou však ještě nav́ıc osově
souměrné, takže hledáme pouze jeden střed jedné z těchto kružnic, a to následuj́ıćım
zp̊usobem:
Postup konstrukce: Obr. 2.9
1. Předpokládejme, že známe polohu ohnisek F1 a F2, rozd́ıl pr̊uvodič̊u 2a, a tedy také
vrcholy elipsy A, B.
2. Sestroj́ıme charakteristický trojúhelńık ASE. Bod E najdeme jako pr̊useč́ık kružnice
ke(S, |SF1|) a kolmice k, vztyčené ve vrcholu A na př́ımku F1F2.
3. Na př́ımce SE vztyč́ıme kolmici l v bodě E.
4. V mı́stě, kde se kolmice l protne s hlavńı osou (př́ımkou F1F2) lež́ı střed S1 hy-
peroskulačńı kružnice k1, která nahrazuje hyperbolu ve vrcholu A.
5. Analogickým postupem nebo s využit́ım symetrie podle osy y najdeme druhou
kružnici k2 se středem S2.
D̊ukaz. Položme hyperbolu do soustavy souřadnic tak, aby jej́ı střed ležel v počátku
a osami hyperboly byly osy soustavy souřadnic x a y.
Obdobnou úvahou jako u elipsy dojdeme k soustavě dvou rovnic
(x− x0)2 + y2 = (a + x0)2,
b2x2 − a2y2 = a2b2.
Prvńı rovnici vynásob́ıme č́ıslem a2 a po všech úpravách źıskáme
(x + a) ·
[




Obrázek 2.9: Konstrukce hyporboly pomoćı oskulačńıch kružnic (GeoGebra)
Opět jsme tedy źıskali dvě př́ımky, přičemž hledáme takové x0, aby se př́ımka
[
b2(x− a) + a2 · (x− 2x0 − a)
]
= 0 (2.2)
rovnala př́ımce x + a = 0.
























Zbývá už jen dosadit do 2.2 a ověřit, že kružnice k1 nahrazuje hyperbolu ve vrcholu A.
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Po úpravách dostáváme
b2x + ab2 + a2x + a3 = 0.
Vytkneme výraz (x + a) a celou rovnici vyděĺıme č́ıslem (a2 + b2). Źıskali jsme
x + a = 0,
č́ımž je d̊ukaz pro kružnici k1 dokončen a k1 skutečně je oskulačńı kružnićı.
Dokázali jsme tedy zároveň, že křivost hyperboly v jej́ıch vrcholech je rovna a
b2
.
Pro kružnici k2 bychom vedli d̊ukaz zcela obdobně.
2.3 Parabola
2.3.1 Definice
Parabola je množina všech bod̊u, které maj́ı od pevného bodu a pevné př́ımky, která
t́ımto bodem neprocháźı, stejné vzdálenosti.
Pokud bychom z definice vypustili podmı́nku, aby daná př́ımka neprocházela pevným
bodem, připustili bychom, že parabolou může být také kolmice na danou př́ımku vedená
pevným bodem. [1, str. 45]
2.3.2 Základńı pojmy a vlastnosti
Pevnou př́ımku z definice nazýváme ř́ıd́ıćı př́ımka a znač́ıme ji ṕısmenem d. Pevný
bod z definice nazýváme ohnisko a znač́ıme F .
Vzdálenost ohniska F od ř́ıd́ıćı př́ımky d nazýváme parametr a znač́ıme p.
Pr̊uvodiče r1 a r2 jsou vzdálenosti bodu od ohniska a od ř́ıd́ıćı př́ımky. Jeden pr̊uvodič
je tedy spojnice bodu a ohniska a druhý pr̊uvodič je spojnice bodu a paty kolmice, vedené
daným bodem k ř́ıd́ıćı př́ımce.
Parabola je osově souměrná podle kolmice vedené ohniskem k ř́ıd́ıćı př́ımce. Tato osa
souměrnosti se nazývá také osa paraboly a znač́ı se ṕısmenem o.




Opět odvod́ıme rovnici pouze pro speciálńı př́ıpad, kdy si parabolu vhodně polož́ıme
do soustavy souřadnic. Necht’ osa paraboly splývá s osou x soustavy souřadnic, vrchol
paraboly lež́ı v počátku a kladná poloosa x procháźı ohniskem. Z ostatńıch vlastnost́ı
elipsy pak můžeme odvodit souřadnice daľśıch bod̊u (viz obr. 2.11).
Z definice v́ıme, že bod M [x, y] bude bodem paraboly právě tehdy, když
|MF | = |Md|.









Po umocněńı a úpravě źıskáme
y2 = 2px,
což je rovnice námi zvolené paraboly.
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Obrázek 2.11: Odvozeńı rovnice paraboly
2.3.4 Bodová konstrukce paraboly
Stejně jako u předcházej́ıćıch kuželoseček si nejprve ukážeme, jak sestrojit jednotlivé
samostatné body paraboly, jestliže známe ohnisko a ř́ıd́ıćı př́ımku. Opět však plat́ı, že
při konstrukci paraboly je vhodněǰśı zvolit kombinaci této konstrukce s konstrukćı hy-
peroskulačńı kružnice.
Postup konstrukce: Obr. 2.12
1. Ohnisko označ́ıme F a ř́ıd́ıćı př́ımku d. Z bodu F vedeme kolmici na př́ımku d
a pr̊useč́ık této kolmice a ř́ıd́ıćı př́ımky označ́ıme D.
2. Vrchol V sestroj́ıme jako střed úsečky FD.
3. Na polopř́ımce V F libovolně zvoĺıme bod R a vedeme j́ım kolmici r na př́ımku FD.
4. Libovolný daľśı bod elipsy nalezneme jako pr̊useč́ık př́ımky r a kružnice k1(F, |DR|).
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Obrázek 2.12: Bodová konstukce paraboly (GeoGebra)
D̊ukaz. Dokažme, že takto zkonstruované body splňuj́ı definici paraboly.
Vrchol V je středem úsečky DF , a tedy plat́ı |V F | = |V d| a V je bodem paraboly
s ohniskem F a ř́ıd́ıćı př́ımkou d.
Body M1 a M2 lež́ı na rovnoběžce s př́ımkou d a kružnićı se středem F . Z těchto konstrukćı
plynou rovnosti
|rd| = |M1d| = |M2d| = |RD| = |FM1| = |FM2|
a body M1, M2 jsou tedy body hyperboly.
2.3.5 Konstrukce paraboly pomoćı oskulačńı kružnice
U paraboly lze sestrojit celkem jednu hyperoskulačńı kružnici, a to ve vrcholu V .
Jej́ı konstrukci nebudeme rozeb́ırat nijak do podrobna, jelikož je velice prostá. Střed této
oskulačńı kružnice lež́ı na polopř́ımce V F a jej́ım poloměrem je parametr paraboly p, tedy
vzdálenost ohniska od ř́ıd́ıćı př́ımky. [1, str. 44]
D̊ukaz. Užijeme stejnou polohu paraboly, jako při odvozováńı jej́ı rovnice, tedy stejnou
jako na obr. 2.11.
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Obrázek 2.13: Konstrukce paraboly pomoćı oskulačńı kružnice (GeoGebra)
Stejnou úvahou jako u předcházej́ıćıch kuželoseček dojdeme k soustavě dvou rovnic.
(x− x0)2 + y2 = x20,
y2 = 2px.
Rovnice od sebe odečteme a uprav́ıme na
x · (x− 2x0 + 2p) = 0.
Námi sestrojená kružnice má poloměr p a jelikož předpokládáme, že vrchol V lež́ı v počátku
soustavy souřadnic, střed kružnice S má souřadnice [p, 0]. Pokud dosad́ıme x0 = p do rov-
nice
(x− 2x0 + 2p) = 0,
źıskáme x = 0, č́ımž jsme dokázali, že kružnice k(S, p) je oskulačńı kružnićı paraboly






Než se začneme věnovat konkrétně cyklickým křivkám, zavedeme si nejprve několik
pojmů z kinematické geometrie, které budeme v následuj́ıćım textu použ́ıvat.
Cyklické a daľśı kinematické křivky se vždy definuj́ı pomoćı pohybu, který budeme po-
pisovat pomoćı pevné a hybné polodie. Jak názvy již napov́ıdaj́ı, pevná polodie bude vždy
upevněný (nepohyblivý) objekt v rovině a hybná polodie pohybuj́ıćı se objekt v rovině.
Pro samotný pohyb pak budeme často už́ıvat pojem valeńı, respektive kotáleńı.
Daľśım pojmem, který se pak může v následuj́ıćım textu objevit je vratný pohyb. Vratný
pohyb vznikce z daného pohybu tak, že zaměńıme role polodíı, tedy pevná polodie se stane
hybnou a naopak [2, str. 237, 240].
V učebnićıch deskriptivńı nebo kinematické geometrie bychom nalezli mnohem po-
drobněǰśı rozbor těchto a mnoha daľśıch pojmů, nám však pro potřeby daľśıho výkladu
postač́ı tento sṕı̌se intuitivńı př́ıstup.
Nyńı tedy již konkrétně k cyklickým křivkám. Jedná se o křivky, které vznikaj́ı tzv. cyk-
lickými pohyby, což jsou pohyby, při kterých jsou jednotlivé polodie bud’ kružnice nebo
př́ımka (ovšem ne současně obě př́ımky). Samotná křivka pak při tomto pohybu vzniká
jako trajektorie zvoleného bodu.
Cyklické pohyby (křivky) lze rozdělit do pěti základńıch kategoríı na cykloidálńı,
epicykloidálńı, hypocykloidálńı, pericykloidálńı a evolventńı. V následuj́ıćıch podkapi-




Cykloidy vznikaj́ı při kotáleńı kružnice po př́ımce. Tento pohyb se nazývá cykloidálńı,
pevnou polodii zde představuje př́ımka p, hybnou polodíı je kružnice k. Body, které opisuj́ı
cykloidy jsou pevně spojeny s hybnou polodíı, v tomto př́ıpadě s kružnićı k.
Na obr. 3.1 vid́ıme, že pomoćı tohoto pohybu mohou vzniknout tři r̊uzné tvary cyk-
loidy. Bod A, vnitřńı bod kružnice k (A ̸= O), opisuje křivku, kterou nazýváme zkrácená
cykloida. Bod B, bod nálež́ıćı kružnici k, opisuje prostou cykloidu a bod C, lež́ıćı vně
kružnice k, opisuje prodlouženou cykloidu. Speciálńım př́ıpadem je pak ještě bod O, střed
kotálej́ıćı se kružnice, jelikož jeho trajektoríı je př́ımka rovnoběžná s pevnou př́ımkou p.
Obrázek 3.1: Typy cykloidy
Cykloidu můžeme také popsat pametrickými rovnicemi. Položme si př́ımku p a kružnici k
do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby bod B ležel v počátku a př́ımka p splývala
s osou x. Pak parametické rovnice cykloidy jsou
x = r · β − v sin β,
y = r − v cos β,
(3.1)
přičemž r > 0 je poloměr hybné polodie, β je úhel otočeńı hybné polodie a v > 0 je
vzdálenost bodu cykloidy od středu hybné polodie [2, str. 247]. Lze snadno nahlédnout,
že bude-li v < r, rovnice budou definovat zkrácenou cykloidu, pro v = r źıskáme prostou
cykloidu a pro v > r prodlouženou cykloidu.
Ukažme si nyńı jeden ze zp̊usob̊u, jak tento pohyb zkonstruovat (v programu GeoGe-
bra) a dokažme si, že tento pohyb skutečně odpov́ıdá daným parametrickým rovnićım.
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Obrázek 3.2: Konstrukce cykloidy (GeoGebra)
Postup konstrukce: Obr. 3.2
1. Nejprve si zadefinujeme dva parametry. Parametr r (poloměr hybné polodie) a d.
2. Za př́ımku p si zvoĺıme osu x a na ose y zkonstruujeme kružnici k, pro kterou plat́ı,
že jej́ı střed lež́ı na ose y, jej́ı poloměr je r a dotýká se př́ımky p v bodě B.
3. Sestroj́ıme bod P na př́ımce p, přičemž bude platit |BP | = d. Dále sestroj́ıme
kružnici k′, pro jej́ıž střed O′ bude platit OO′∥BP a OB∥O′P . Dı́ky této konstrukci
se nám při animaci parametru d bude kružnice k pohybovat po př́ımce p.
4. Už zbývá dokončit jen pohyb bodu B. K tomu nám pomůže následuj́ıćı úvaha: Z defi-
nice cykloidńıho pohybu je zřejmé, že délka oblouku
⌢
BB′′ se rovná délce úsečky BP .




Bod B′ zadefinujeme jako rotaci bodu P okolo bodu O′ o úhel −d
r
.
5. Pokud si necháme zobrazit stopu bodu B′ a budeme měnit parametr d (respektive
spust́ıme jeho animaci), bod B′ nám oṕı̌se prostou cykloidu. Zkrácenou či prod-
louženou cykloidu pak můžeme naj́ıt pomoćı volby bod̊u A a C na polopř́ımce OB.
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D̊ukaz. Dokažme nyńı, že daný pohyb odpov́ıdá parametrickým rovnićım cykloidy.
Vzhledem k tomu, že při odvozováńı obecných souřadnic bodu B′ (bodu prosté cykloidy)
by se nám obt́ıžně rozlǐsovaly hodnoty r (poloměr hybné polodie) a v (vzdálenost tvoř́ıćıho
bodu cykloidy od středu hybné polodie), odvod́ıme obecné souřadnice bodu C ′. Poslouž́ı
nám k tomu obr. 3.3.
Obrázek 3.3: Souřadnice bodu C prodloužené cykloidy
Pro souřadnice bodu C ′ plat́ı:
x = |BP | − |CxP | = d− |CxP | = rβ − |C ′Cy|,
y = |PO′|+ |O′Cy| = r + |O′Cy|.
(3.2)
Nyńı využijeme vlastnosti pravoúhlého trojúhelńıku O′CyC ′. Z něj odvod́ıme následuj́ıćı
vztahy:









Vzdálenost bod̊u O′ a C ′ označ́ıme jako v a využijeme základńı vlastnosti goniometrických
funkćı. Źıskáme tyto rovnosti:
|O′Cy| = −v · cosβ,
|C ′Cy| = v · sin β.
Dosazeńım do souřadnic bodu C ′ (3.2) źıskáme rovnice
x = rβ − v · sin β,
y = r − v · cos β,
což jsou právě parametrické rovnice cykloidy (3.1) [6, str. 34-35].
Nyńı je na mı́stě, abychom se ještě jednou zamysleli nad korektnost́ı tohoto d̊ukazu. Důkaz





, ovšem rovnice (3.2) by v jiných polohách bodu B′
vypadala jinak. A proto se ptáme, zda jsme neukončili d̊ukaz př́ılǐs brzy. Odpoved’ je nikoli,
d̊ukaz je korektńı. Zd̊uvodńıme si proč. Rozebereme si všechny ostatńı polohy bodu B′.








(obr. 3.4) budou mı́t rovnice (3.2) tvar
x = rβ − |C ′Cy|,
y = r − |O′Cy|.
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Prvńı rovnice je stejná jako v d̊ukazu, druhá má jiné znaménka. Ověř́ıme, že druhá rovnice
bude také odpov́ıdat rovnici cykloidy. V trojúhelńıku C ′CyO′ plat́ı
|O′Cy| = v · sin β.
Po dosazeńı źıskáme y = r − v · cos β, tedy druhou rovnici cykloidy.










(obr. 3.5) budou mı́t rovnice (3.2) tvar
x = rβ + |C ′Cy|,
y = r + |O′Cy|.
Druhá rovnice je stejná jako v d̊ukazu, prvńı má jiné znaménka. Ověř́ıme, že prvńı rovnice
bude také odpov́ıdat rovnici cykloidy. V trojúhelńıku C ′CyO′ plat́ı
|C ′Cy| = v · sin(β − π) = −v · sin β.





(obr. 3.6) budou mı́t rovnice (3.2) tvar
x = rβ + |C ′Cy|,
y = r − |O′Cy|.
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Ani jedna z těchto rovnic neńı stejná jako v d̊ukazu. Z trojúhelńıku C ′CyO′ odvod́ıme
vztahy
|C ′Cy| = v · sin(2π − β) = −v · sin β,
|O′Cy| = v · cos(2π − β) = v · cos β.
Po dosazeńı źıskáme rovnice cykloidy.





Jak jde tedy vidět, v d̊ukazu nezálež́ı na umı́stěńı bodu B′, jak by se mohlo na prvńı
pohled zdát.
3.2 Epicykloida
Epicykloidy vznikaj́ı při kotáleńı vněǰśıho obvodu kružnice kh po vněǰśım obvodu
kružnice kp. Tento pohyb se nazývá epicykloidálńı a pevnou i hybnou polodíı tohoto
pohybu jsou kružnice.
Na obr. 3.7 můžeme vidět tři r̊uzné tvary epicykloidy, rozlǐsené obdobně, jako u cyk-
loidy. Tedy, zkrácenou epicykloidu opisuje bod A, který je vnitřńım bodem hybné polo-
die kh, prostou epicykloidu opisuje bod B, který je bodem hybné polodie a prodlouženou
epicykloidu opisuje bod C, vněǰśı bod hybné polodie. Speciálńım př́ıpadem je trajektorie
bodu Oh, středu hybné polodie, jelikož ten opisuje soustřednou kružnici k pevné polodii kp.
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Obrázek 3.7: Typy epicykloidy
Jestliže polož́ıme epicykloidu do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby střed pevné
polodie kp ležel v počátku, pak parametrické rovnice epicykloidy jsou









kde rp > 0 a rh > 0 jsou poloměry pevné a hybné polodie kp, kh a v > 0 je vzdálenost
tvoř́ıćıho bodu epicykloidy od středu hybné polodie [2, str. 247-248]
Dané parametrické rovnice budou definovat zkrácenou epicykloidu, jestliže bude platit
v < rh. Pokud v = rh, bude se jednat o rovnice prosté epicykloidy a jestliže v > rh, dané
rovnice budou definovat prodlouženou cykloidu. Pro speciálńı př́ıpad v = 0 źıskáme rovnici
kružnice o poloměru (rp + rh).
V př́ıpadě rp = rh nazýváme epicykloidy Pascalovy závitnice (3.8). V př́ıpadě, kdy
rp = 2 · rh, se prosté epicykloidy nazývaj́ı nefroidy (3.8) [2, str. 248].
Postup konstrukce prosté epicykloidy je velmi podobný konstrukci prosté cykloidy.
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Obrázek 3.8: Pascalovy závitnice a nefroida
Obrázek 3.9: Konstrukce epicykloidy (GeoGebra)
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Postup konstrukce: Obr. 3.9
1. Zvoĺıme si parametry rp, rh a polohu středu Op pevné polodie. Sestroj́ıme kružnici
kp(Op, rp).
2. Na kružnici kp si zvoĺıme libovolný bod B.
3. Zavedeme parametr d, pomoćı kterého budeme pohybovat bodem B po kružnici kp.
4. Bod B′ zadefinujeme jako rotaci bodu B kolem bodu Op o úhel drp . Následně
provedeme konstrukci kružnice kh procházej́ıćı bodem B′, a pro kterou plat́ı, že
|OpOh| = rp + rh.
5. Máme tedy sestrojen pohyb kružnice kh po kružnici kp. Zbývá dodefinovat pohyb




6. Zaznamenáváńım stopy bodu B′′ při animaci parametru d źıskáme prostou epicykloidu.
Zkrácenou či prodlouženou epicykloidu můžeme źıskat vhodným zvoleńım bod̊u A
a C na na polopř́ımce OhB′′.
Uvědomme si ještě nekolik vlastnost́ı epicykloidy, které můžeme využ́ıt při volbě para-




Bude-li č́ıslo t iracionálńı, křivka se nikdy neuzavře. Naopak, jestliže zvoĺıme poloměry
kružnic tak, aby bylo č́ıslo t racionálńı, křivka bude uzavřená [2, str. 248]. Zároveň bude
platit, že jestliže převedeme daný zlomek do základńıho tvaru r
s
, bude platit, že č́ıslo r je
počet, kolikrát hybná polodie kh obkrouž́ı pevnou polodii kp, než se křivka uzavře a č́ıslo
s bude počet hrot̊u (bod̊u vratu) u prosté epicykloidy, respektive uzl̊u u prodloužené
epicykloidy, které bude epicykloida mı́t [6, str. 35].
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Obrázek 3.10: Souřadnice bodu C ′′ prodloužené epicykloidy
D̊ukaz. Dokažme si nyńı, že body v tomto pohybu skutečně opisuj́ı křivky popsané para-
metrickými rovnicemi (3.3).
Užijeme k tomu prodlouženou epicykloidu, kterou opisuje bod C ′′. Epicykloidu si opět
vhodně polož́ıme do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby střed pevné polodie ležel
v počátku soustavy. Ostatńı d̊uležité body označ́ıme tak, jak je vidět na obr. 3.10.
Pro souřadnice bodu C ′′ plat́ı:
x = Sx + |OhV |,
y = Sy + |V C ′′|,
(3.4)
kde Sx a Sy jsou souřadnice bodu Oh. Z pravoúhlého trojúhelńıku OpSxOh s pravým úhlem
u vrcholu Sx dokážeme vyjádřit hodnotu Sx:
Sx = cos α · (rp + rh).
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Z pravoúhlého trojúhelńıku OhSyOp s pravým úhlem u vrcholu Sy dokážeme vyjádřit
hodnotu Sy:
Sy = sin α · (rp + rh).
Zbývá určit vzdálenosti |OhV | a |V C ′′|. Obě tyto vzdálenosti urč́ıme pomoćı pravoúhlého
trojúhelńıku OhV C ′′ s pravým úhlem u vrcholu V . Budeme k tomu však potřebovat
znát velikost úhlu u vrcholu Oh. To je však prosté, tento úhel můžeme vyjádřit jako
β − π2 − (
π
2 − α). Pak již můžeme odvodit tyto vztahy (vzdálenost |OhC
′′| označ́ıme v):
|OhV | = v · cos(α + β − π) = −v · cos(α + β),
|V C ′′| = v · sin(α + β − π) = −v · sin(α + β).
Z konstrukce je nám také zřejmé, že plat́ı α · rp = β · rh, a proto můžeme úhel (α + β)
vyjádřit jako
α + β = α + α · rp
rh
= α · rp + rh
rh
.
Nyńı postupně zpětně dosad́ıme odvozené vztahy do souřadnic bodu C ′′ (3.4) a uprav́ıme.








Źıskali jsme parametrické rovnice epicykloidy definované v (3.3) [6, str. 37-38].
Obdobně jako u cykloid se zde můžeme ptát, zda je d̊ukaz nezávislý na poloze bodu C ′′.
Odpověd’ je opět ano. Důvod je obdobný jako u cykloidy, ale vzhledem k jeho větš́ı
náročnosti jej zde uvedeme. U daľśıch obdobných d̊ukazu však budeme tento krok již
nepřipomı́nat.
Pro přehlednost rozdělme polohu bodu C ′′ na čtyři kvadranty podle bodu Oh. Předcházej́ıćı
d̊ukaz je tedy provedem pro př́ıpad, kdy je bod C ′′ v prvńım kvadrantu.
Pro bod C ′′ ve druhém kvadrantu (obr. 3.11) budou mı́t rovnice (3.4) tvar
x = Sx − |OhV |,
y = Sy + |V C ′′|.
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Druhá rovnice je stejná jako v d̊ukazu, prvńı má jiné znaménka. Ověř́ıme, že prvńı rovnice
bude také odpov́ıdat rovnici epicykloidy. V trojúhelńıku C ′′V Oh plat́ı
|OhV | = v · cos(2π − α− β) = v · cos(α + β)
Zbylý postup je stejný jako v d̊ukazu.
Obrázek 3.11: C ′′ ve druhém kvadrantu
Pro bod C ′′ ve třet́ım kvadrantu (obr. 3.12) budou mı́t rovnice (3.4) tvar
x = Sx − |OhV |,
y = Sy − |V C ′′|.
Ani jedna z těchto rovnic neńı stejná jako v d̊ukazu. Z trojúhelńıku C ′′V Oh plat́ı
|OhV | = v · cos(α + β),
|V C ′′| = v · sin(α + β).
Zbylý postup je stejný jako v d̊ukazu.
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Obrázek 3.12: C ′′ ve třet́ım kvadrantu
Obrázek 3.13: C ′′ ve čtvrtém kvadrantu
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Pro bod C ′′ ve čtvrtém kvadrantu (obr. 3.13) budou mı́t rovnice (3.4) tvar
x = Sx + |OhV |,
y = Sy − |V C ′′|.
Prvńı rovnice je stejná jako v d̊ukazu, druhá má jiné znaménka. Ověř́ıme, že druhá rovnice
bude také odpov́ıdat rovnici epicykloidy. V trojúhelńıku C ′′V Oh plat́ı
|V C ′′| = v · sin(π − α− β) = v · sin(α + β).
Zbylý postup je stejný jako v d̊ukazu.
3.3 Hypocykloida
Hypocykloidy vznikaj́ı při kotáleńı vněǰśıho obvodu kružnice kh po vnitřńım obvodu
kružnice kp. Tento pohyb se nazývá hypocykloidálńı a pevnou i hybnou polodíı tohoto
pohybu jsou kružnice [2, str. 248].
Analogicky k předchoźım cyklickým křivkám, i zde rozlǐsujeme tři základńı typy hypo-
cykloidy, které můžeme vidět na obr. 3.14. Bod A, vnitřńı bod hybné polodie kh, opisuje
zkrácenou hypocykloidu, bod B, lež́ıćı na kružnici kh opisuje prostou hypocykloidu a bod C,
vněǰśı bod hybné polodie kh opisuje prodlouženou hypocykloidu. Stejně jako u epicykloidy,
i zde nastává speciálńı př́ıpad pro bod Oh, střed hybné polodie, který neopisuje žádný
typ hypocykloidy, nýbrž soustřednou kružnici s kružnićı kp (pevnou polodíı).
Polož́ıme-li hypocykloidu do pravoúhlé souřadnicové soustavy tak, aby střed pevné
polodie Op ležel v počátku, budou mı́t parametrické rovnice hypocykloidy tento tvar:









kde rp > 0 a rh > 0 jsou poloměry pevné a hybné polodie kp, kh a v > 0 je vzdálenost
tvoř́ıćıho bodu hypocykloidy od středu hybné polodie [2, str. 248,249]. Nav́ıc ještě muśı
platit rp > rh. Z klasifikace typ̊u hypocykloid plyne, že pro v < rh se jedná o rovnice
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Obrázek 3.14: Typy hypocykloidy
zkrácené hypocykloidy, pro v = rh se jedná o rovnice prosté hypocykloidy a pro v > rh
jde o rovnice prodloužené hypocykloidy. Snadno lze také nahlédnout, že pro v = 0 źıskáme
vyjádřeńı kružnice o poloměru (rp − rh).
I zde plat́ı, že je-li poměr rp : rh iracionálńı č́ıslo, pak křivka neńı uzavřená (je tedy
tzv. transcendentńı). Naopak je-li daný pod́ıl racionálńım č́ıslem, křivka bude uzavřená
(algebraická) [2, str. 249]. Dále také plat́ı, že jestliže převedeme zlomek rh
rp
na zlomek
v základńım tvaru r
s
, pak č́ıslo r bude počet otočeńı kružnice kh kolem celého obvodu kp,
než se křivka uzavře a č́ıslo s bude počet hrot̊u (vratných bod̊u) u prosté hypocykloidy,
respektive uzl̊u u prodloužené hypocykloidy.
Nyńı si ještě představme několik speciálńıch typ̊u hypocykloidy. Je-li poměr poloměr̊u
polodíı rh : rp = 1 : 2, jedná se o tzv. eliptický pohyb a výslednou zkrácenou i prod-
louženou hypocykloidou tohoto pohybu je elipsa, jak můžeme vidět na obr. 3.15. Dále
pak rozlǐsujeme ještě dva speciálńı typy prosté hypocykloidy. Je-li rh : rp = 1 : 3, pak
prostou hypocykloidu nazýváme Steinerova hypocykloida. Je-li rh : rp = 1 : 4, nazýváme
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prostou hypocykloidu astroida. Obě tyto prosté hypocykloidy jsou zobrazeny na obr. 3.16
[2, str. 249].
Konstrukce prosté hypocykloidy je velice obdobná konstrukci prosté epicykloidy.
Obrázek 3.15: Elipsa vytvořená hypocykloidńım pohybem
Obrázek 3.16: Steinerova hypocykloida a astroida
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Postup konstrukce: Obr. 3.17
1. Zvoĺıme si parametry rp, rh a polohu středu Op pevné polodie. Sestroj́ıme pevnou
polodii kp(Op, rp).
2. Na kružnici kp si zvoĺıme libovolný bod B.
3. Zavedeme parametr d, pomoćı jehož animace budeme pohybovat bodem B po




4. Sestroj́ıme kružnici kh, která bude mı́t poloměr rh a bude mı́t vnitřńı dotyk s kružnićı kp
v bodě B′. Pro středy kružnic kp a kh plat́ı |OpOh| = rp − rh.
5. Zbývá dokončit pohyb bodu B′′ po kružnici kh. Zadefinujeme bod B′′ jako rotaci
bodu B′ kolem bodu O′h (středu hybné polodie kh) o úhel β = − drh .
6. Zaznamenáváńım stopy bodu B′′ při animaci parametru d źıskáme prostou hypocy-
kloidu. Zkrácenou či prodlouženou hypocykloidu lze źıskat vhodným zvoleńım bod̊u
A a C na polopř́ımce O′hB′′.
D̊ukaz. Stejně jako u předchoźıch konstrukćı dokážeme, že daný pohyb odpov́ıdá para-
metrickým rovnićım hypocykloidy (3.5). Opět d̊ukaz provedeme pro prodlouženou hypo-
cykloidu, pro prostou či zkrácenou lze vést d̊ukaz zcela obdobně.
Hypocykloidu si polož́ıme do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby střed pevné polo-
die Op ležel v počátku. Urč́ıme souřadnice bodu C ′′ prodloužené hypocykloidy. Ostatńı
d̊uležité body označ́ıme tak, jak je vidět na obr. 3.18.
Pro souřadnice bodu C ′′ plat́ı:
x = Sx − |C ′′V |,
y = Sy − |V O′h|,
(3.6)
kde Sx a Sy jsou souřadnice bodu O′h.
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Obrázek 3.17: Konstrukce hypocykloidy (GeoGebra)
Obrázek 3.18: Souřadnice bodu C ′′ prodloužené hypocykloidy
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Tyto souřadnice urč́ıme pomoćı pravoúhlého trojúhelńıku OpSxO′h s pravým úhlem u vr-
cholu Sx. Z něj plyne, že
Sx = (rp − rh) · cos α,
Sy = (rp − rh) · sin α.
Zbývá určit vzdálenosti |C ′′V | a |V O′h|. Ty urč́ıme pomoćı pravoúhlého trojúhelńıku
s pravým úhlem u vrcholu V . Úhel |∠V O′hC ′′| = β − α − π2 , z čehož plyne, že úhel
|∠V C ′′O′h| = π − β + α. Vzdálenost |C ′′O′h| označ́ıme jako v a využit́ım úhlu u vrcholu
C ′′ źıskáme
|C ′′V | = v · cos(π − β + α) = −v · cos(β − α),
|V O′h| = v · sin(π − β + α) = v · sin(β − α).
Stejně jako v předchoźıch d̊ukazech ještě využijeme vztah α · rp = β · rh k tomu, abychom
upravili výraz β − α, a to následovně:
β − α = α · rp
rh
− α = α · rp − rh
rh
.
Zpětně nyńı vše dosad́ıme do (3.6) a uprav́ıme na








což jsou parametrické rovnice hypocykloidy z (3.5) [6, str. 40].
3.4 Pericykloida
Pericykloida vznikne při kotáleńı vnitřńıho obvodu kružnice h po vněǰśım obvodu
křužnice p. Obě polodie jsou tedy opět kružnice. Tento pohyb se nazývá pericykloidálńı
a je vratným pohybem hypocykloidálńıho pohybu.
Touto křivkou se nebudeme zabývat tak podrobně jako ostatńımi cyklickými křivkami,
a to zejména proto, že plat́ı tato věta: Každá pericykloida je epicykloida, a naopak [2,
str. 249]. Pro pochopeńı d̊ukazu této věty je však potřeba znát hlubš́ı základy kinematické
geometrie, které tato práce neposkytuje, a proto danou větu uvedeme bez d̊ukazu.
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Samotná konstrukce pericykloidy je zcela totožná s konstrukćı hypocykloidy. Nab́ıźı se
tedy otázka, jak rozpoznat, kdy konstruujeme hypocykloidu a kdy pericykloidu. Odpověd’
je snadná. Necht’ rp je poloměr pevné polodie a rh poloměr hybné polodie. Pak, jestliže
rh < rp, výsledný pohyb bude hypocykloidńı. Jestliže rh > rp, výsledný pohyb bude
pericykloidńı.
Speciálńım př́ıpadem pericykloidńıho pohybu je př́ıpad, kdy poměr poloměr̊u
rh : rp = 2 : 1. Tento pohyb se nazývá kardiodický a jedná se o vratný pohyb k eliptickému
pohybu (hypocykloidńı pohyb s poměrem poloměr̊u rh : rp = 1 : 2). Křivky vznikaj́ıćı
při kardiodickém pohybu se nazývaj́ı Pascalovy závitnice (již jsme se jim věnovali u elip-
tického pohybu, viz obr. 3.8) [2, str. 242-243, 249].
3.5 Evolventa kružnice
Evolventa kružnice vzniká při valeńı př́ımky po kružnici. Tento pohyb se nazývá evol-
ventńı, jeho pevnou polodíı je kružnice k a hybnou polodíı je př́ımka p. Jedná se tedy
o vratný pohyb k cykloidńımu pohybu, se kterým jsme se již seznámili v podkapitole
3.1. Můžeme se však setkat i s evolventami jiných křivek. Obecný evolventńı pohyb je
jakýkoliv pohyb, kdy je hybnou polodíı př́ımka a pevnou polodíı libovolná křivka. Tra-
jektoríım bod̊u tohoto pohybu pak ř́ıkáme evolventy křivky. My se však budeme zabývat
pouze evolventou kružnice [2, str. 250].
Na obr. 3.19 můžeme vidět, že lze rozlǐsovat tři typy evolventy kružnice. Bod A′′ opisuje
prodlouženou evolventu kružnice, bod B′′ opisuje prostou evolventu kružnice a trajekto-
rii bodu C ′′ nazýváme zkrácená evolventa kružnice. Tyto tři př́ıpady se rozlǐsuj́ı pomoćı
polohy tvoř́ıćıho bodu vzhledem k hybné polodii h. Př́ımka h rozděluje rovinu na dvě po-
loroviny. Jestliže zvoĺıme tvoř́ıćı bod na př́ımce h, źıskáme prostou evolventu, zvoĺıme-li
jej v polorovině, do které nálež́ı střed O pevné polodie k, źıskáme prodlouženou evol-
ventu kružnice a nakonec, zvoĺıme-li tvoř́ıćı bod v polorovině, do které nenálež́ı střed O
kružnice k, jeho trajektoríı bude zkrácená evolventa kružnice [2, str. 250].
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Obrázek 3.19: Typy evolventy kružnice
Speciálńım př́ıpadem evolventy kružnice je Archimedova spirála, kterou můžeme vidět
na obr. 3.20. Tuto evolventu źıskáme položeńım tvoř́ıćıho bodu př́ımo do středu O pevné
polodie k [2, str. 250].
Polož́ıme-li evolventu do pravoúhlé souřadnicové soustavy tak, aby střed pevné polo-
die k ležel v počátku, budou mı́t parametrické rovnice takovéto evolventy tvar
x = v cos α + rα sin α,
y = v sin α− rα cos α,
(3.7)
kde r > 0 je poloměr kružnice k a v ≥ 0 je vzdálenost tvoř́ıćıho bodu evolventy od
středu pevné polodie (bodu O). Pro v < r se bude jednat o rovnice prodloužené evolventy
kružnice, pro v = r o rovnice prosté evolventy a pro v > r o rovnice zkrácené evolventy
[2, str. 250].
Pojd’me si nyńı nast́ınit konstrukci prosté evolventy kružnice.
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Obrázek 3.20: Archimedova spirála
Obrázek 3.21: Konstrukce evolventy kružnice (GeoGebra)
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Postup konstrukce: Obr. 3.21
1. Zvoĺıme si v rovině bod O a sestroj́ıme kružnici k se středem v bodě O a po-
loměrem r.
2. Na kružnici k si umı́st́ıme bod B a zavedeme parametr d.
3. Bod B′ zadefinujeme jako rotaci bodu B okolo středu O o úhel α = d
r
. Následně
vedeme bodem B′ tečnu kružnice k, kterou označ́ıme h.
4. Než budeme pokračovat v konstrukci, uvědomme si, že evolventa kružnice je vždy
složena ze dvou symetrických část́ı. Tyto dvě části jsou spirály, přičemž jedna je
pravotočivá a druhá levotočivá. V tomto okamžiku konstrukce je vhodné konstrukci
rozdělit na právě dvě konstrukce, které se budou samostatně věnovat jedné z těchto
část́ı. Dále tedy uvedeme pouze konstrukci levotočivé části evolventy, pravotočivou
bychom konstruovali zcela obdobným zp̊usobem.
5. Sestroj́ıme bod B′′, který bude ležet na pr̊uniku polopř́ımky BP a kružnice se
středem B′ a poloměrem d.
6. Při animaci parametru d bude bod B′′ opisovat prostou evolventu, respektive jej́ı
levotočitou část.
D̊ukaz. Dokažme, že daný evolventńı pohyb odpov́ıdá parametrickým rovnićım defino-
vaným v (3.7). Odvod́ıme souřadnice bodu A′′ prodloužené evolventy kružnice, jej́ıž střed
polož́ıme do počátku pravoúhlé soustavy souřadnic. Bod A voĺıme na ose x ve vzdálenosti v
od středu O. Ostatńı d̊uležité body, které využijeme v d̊ukazu jsou vyznačeny na obr. 3.22.
Souřadnice bodu A′′ můžeme vyjádřit takto:
x = Fx + |HA′′|,
y = Fy − |FH|,
(3.8)
kde Fx a Fy jsou souřadnice bodu F .
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Obrázek 3.22: Souřadnice bodu A′′ prodloužené evolventy
Souřadnice Fx a Fy vyjádř́ıme pomoćı pravoúhlého trojúhelńıku OFxFy s pravým úhlem
u vrcholu Fx. Z něj plynou následuj́ıćı rovnosti:
Fx = v · cos α,
Fy = v · sin α.
Velikosti zbylých dvou úseček vyjádř́ıme pomoćı shodnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u FHA′′
a B′GB′′. Z kostrukce evolventy v́ıme, že délka oblouku
⌢
|BB′| = |B′B′′|. A tedy také plat́ı
|B′B′′| = d = r · α = |FA′′|.
Jelikož je př́ımka h v každé své poloze tečnou kružnice k, můžeme snadno odvodit, že úhel
|∠B′′B′G| = α, a tedy také úhel |∠HFA′′| = α. K vyjádřeńı vzdálenost́ı |HA′′| a |FH|
nyńı již nic daľśıho nepotřebujeme a z trojuhelńımu FHA′′ s pravým úhlem u vrcholu H
odvod́ıme rovnosti
|HA′′| = rα · sin α,
|FH| = rα · cos α.
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Dosad́ıme zpětně do (3.8) a źıskáme
x = v · cos α + rα · sin α,
y = v · sin α− rα · cos α,




Daľśım př́ıkladem kinematických křivek jsou konchoidy, vznikaj́ıćı při konchoidálńım
pohybu. Tento pohyb je definován v rovině následovně. Necht’ P je pevný bod roviny
a m př́ımka, procházej́ıćı bodem P . Dále necht’ je q rovinnná křivka a bod Q lež́ı na křivce q
a zároveň na př́ımce m. Jestliže plat́ı, že při otáčeńı př́ımky m kolem bodu P , bod Q
opisuje trajektorii křivky q, nazýváme tento pohyb konchoidálńı a trajektorii zvoleného
bodu v tomto pohybu nazýváme konchoida.
Bod P se nazývá pól konchoidálńıho pohybu a křivka q se nazývá ř́ıd́ıćı křivka kon-
choidálńıho pohybu [2, str. 243-244].
Obrázek 4.1: Konchoidálńı pohyb
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Jestliže zvoĺıme bod, který bude ležet na př́ımce m (M1 na obr. 4.1), budeme jeho
trajektorii nazývat př́ımá konchoida. V opačném př́ıpadě (M2) se konchoida nazývá šikmá.
Dále také můžeme konchoidy dělit podle křivky q. Je-li např́ıklad křivka q př́ımkou,
mluv́ıme pak o konchoidě př́ımky. My se v této práci zaměř́ıme na př́ımou konchoidu
př́ımky a kružnice [2, str. 243-244].
4.1 Př́ımá konchoida př́ımky
Konchoida př́ımky, též známá jako Nicomedova konchoida, má vždy dvě větve, jejichž
asymptotou je př́ımka q. Vzdálenost bodu P od ř́ıd́ıćı př́ımky q budeme značit v > 0
a konstantńı vzdálenost tvoř́ıćıho bodu M (M1, M2, M3 na obr. 4.2) od pohybuj́ıćıho se
bodu Q budeme značit d > 0.
Jestliže d < v, bod P bude uzlovým bodem konchoidy, pro d = v bude vratným bodem
a pro d > v izolovaným bodem [1, str. 244].
Jestliže polož́ıme př́ımou konchoidu př́ımky do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby
ř́ıd́ıćı př́ımkou byla osa x a pól P ležel na ose y, rovnice této konchoidy bude mı́t tvar
x2y2 + (y + v)2(y2 − d2) = 0. (4.1)
Obrázek 4.2: Př́ımá konchoida př́ımky
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Postup konstrukce: Obr. 4.3
1. Zvoĺıme si polohu př́ımky q a bodu P . Na př́ımku q umı́st́ıme bod Q.
2. Sestroj́ıme př́ımku m procházej́ıćı body P a Q.
3. Zavedeme si parametr d a sestroj́ıme kružnici kd(Q, d).
4. Nalezneme pr̊useč́ıky kružnice kd a př́ımky m. Tyto body (M1, M2) nám budou při
animaci bodu Q po př́ımce q opisovat trajektorii námi hledané konchoidy.
Obrázek 4.3: Konstrukce př́ımé konchoidy př́ımky (GeoGebra)
D̊ukaz. Důkaz provedeme nikoli pro prostou, ale pro zkrácenou konchoidu, abychom
dokázali rozlǐsit hodnoty v a d. O bodech konchoidy známe dvě zásadńı informace. Vı́me,
že lež́ı na př́ımce m a jejich vzdálenost od bodu Q je rovna d. Konchoidu polož́ıme do
pravoúhlé souřadnicové soustavy tak, jak vid́ıme na obr. 4.4. Odvod́ıme nejprve rovnice
kružnice kd(Q, d) a př́ımky m. Následným řešeńım soustavy těchto dvou rovnic nalezneme
rovnici konchoidy [6, str. 30-31].
Rovnice kružnice kd se středem v bodě Q [q, 0] a poloměrem d má tvar
(x− q)2 + y2 = d2.
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Rovnice př́ımky m procházej́ıćı body P [0,−v] a Q [q, 0] má tvar
vx− qy − vq = 0.




+ y2 = d2.
Po úpravách pak již źıskáme námi hledanou rovnice z (4.1):
x2y2 + (y + v)2(y2 − d2) = 0.
Obrázek 4.4: Zkrácená konchoida umı́stěné v počátku soustavy souřadnic
4.2 Př́ımá konchoida kružnice
Konchoidy kružnice lze rozdělit do dvou základńıch skupin, podle polohy bodu P . Lež́ı-
li bod P na kružnici k, výslednou trajektoríı bude jedna z Pascalových závitnic (obr. 4.5).
Nelež́ı-li bod P na kružnici k, výsledná konchoida se rozděĺı na dvě části (větve), jak
můžeme vidět na obr. 4.6 [2, str. 244].
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Obrázek 4.5: Př́ımá konchoida kružnice, P ∈ k (GeoGebra)
Obrázek 4.6: Př́ımá konchoida kružnice, P /∈ k
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Jelikož je postup konstrukce př́ımé konchoidy kružnice zcela obdobný předchoźı kon-
strukci př́ımé konchoidy př́ımky, nebudeme zde tento postup znovu opakovat. Pod́ıváme
se ovšem na d̊ukaz konstrukce Pascalových závitnic pomoćı právě tohoto pohybu.
Nejprve si ještě ale řekněme, jak vypadá rovnice Pascalovy závitnice. Pokud bychom
Pascalovu závitnici položili do pravoúhlé soustavy souřadnic tak, aby bod P ležel v počátku
soustavy a střed kružnice k ležel na kladné poloose x, pak by tato křivka měla rovnici
(x2 + y2 − 2rx)2 = d2(x2 + y2). (4.2)
kde r > 0 je poloměrem kružnice k a d > 0 je vzdálenost tvoř́ıćıho bodu Pascalovy
závitnice od bodu Q [2, str. 243].
D̊ukaz. Polož́ıme si kružnici k a bod P do soustavy souřadnic tak, jako u definice rovnice
Pascalovy závitnice (4.2) a vyznač́ıme si nejd̊uležitěǰśı body a vzdálenosti (obr. 4.7).
Obrázek 4.7: Př́ımá konchoida kružnice v počátku soustavy souřadnic
Množinu všech bod̊u X nalezneme pomoćı vzorce pro vzdálenost bod̊u |QX|:
d =
√
(x− x1)2 + (y − y1)2. (4.3)
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K určeńı této rovnice ale potřebujeme znát souřadnice bodu Q. Ty můžeme źıskat sou-
stavou dvou rovnic o dvou neznámých. Prvńı z nich bude rovnice kružnice se středem S
a poloměrem r, druhá bude rovnice př́ımky m, procházej́ıćı body P a Q [6, str. 28].
(x1 − r)2 + y21 = r2,
y · x1 = x · y1.
Ze druhé rovnice vytkneme y1 a dosad́ıme do prvńı. Dostaneme se k rovnici
x21x
2 − 2x1x2r + x21y2 = 0,




x2 + y2 , y1 =
2xyr
x2 + y2 .
Nyńı můžeme již dosadit do (4.3). Vzhledem k náročnosti algebraických úprav budeme
následuj́ıćı úpravu rovnice provádět podrobněji než obvykle. Nejprve tedy dosad́ıme a rov-













Výrazy umocńıme a sečteme zlomky se stejným jmenovatelem.
d2 = x2 + y2 − 4xr · (x
2 + y2)
x2 + y2 +
4x2r2 · (x2 + y2)
(x2 + y2)2 .
Zlomky zkrát́ıme a vynásob́ıme výrazem (x2 + y2).
d2 · (x2 + y2)2 = (x2 + y2)2 − 4xr · (x2 + y2) + 4x2r2.
Nyńı už stač́ı si jen povšimnout, že na pravé straně rovnice máme algebraický vzorec
(a2 − 2ab + b2). Posledńı úpravou źıskáme
d2 · (x2 + y2) = (x2 + y2 − 2xr)2,
tedy rovnici Pascalovy závitnice z (4.2).
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Závěr
Ćılem této bakalářké práce bylo přehledně sepsat d̊ukazy vybraných konstrukćı z des-
kriptivńı a kinematické geometrie. V prvńı kapitole jsme tedy nejprve rozebrali kuželo-
sečky. Představili jsme jejich definice a základńı vlastnosti, odvodili jejich rovnice a po-
psali a dokázali jednak jejich bodové konstrukce, jednak jejich konstrukce pomoćı hy-
peroskulačńıch kružnic. V souvislosti s t́ım jsme se také zabývali hlubš́ım pochopeńım
křivosti a jej́ı roĺı mezi křivkami a oskulačńımi kružnicemi daných křivek.
Třet́ı kapitola byla věnována cyklickým křivkám. Nejprve jsme zavedli pro nás nej-
nutněǰśı pojmy z kinematické geometrie a následně se věnovali konstrukćım definovaných
pohyb̊u a jejich d̊ukaz̊um. V d̊ukazech těchto konstrukćı jsme kladli d̊uraz na to, abychom
použ́ıvali pouze elementárńı prostředky, které budou srozumitelné např́ıklad i pro žáky
středńıch škol. Ve čtvrté kapitole jsme pak pokračovali daľśımi kinematickými křivkami,
a to konchoidami.
Prvńı kapitola byla věnována pojmům křivka a křivost. V tomto ohledu se jako cenný
zdroj ukázala učebnice od В. О. Гордона s názvem Курс начертательной геометрии, ve
které autor vysvětluje tyto pojmy na jednoduchých př́ıkladech.
Co se týče zdroj̊u k ostatńım kapitolám, cenným zdrojem ke konstrukćım kuželeseček
byla, v úvodu již zmı́něná, učebnice Deskriptivńı geometrie I. od prof. RNDr. Aloise
Urbana. Dále jsme ale také využili několik daľśıch učebnic deskriptivńı geometrie, z nichž
největš́ı význam měla učebnice Deskriptivńı geometrie pro středńı školy od RNDr. Evy
Pomykalové.
Pro definice kinematických křivek jsme využili zejména učebnici Deskriptivńı geomet-
rie II. od prof. RNDr. Aloise Urbana. Pro d̊ukazy kinematických křivek jsme pak využili
diplomovou práce Kinematická geometrie v rovině od Bc. Zdeňky Javorské. I když je
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tato práce psaná jazykem kinematické geometrie a nevěnuje se př́ımo jednotlivým kon-
strukćım, můžeme v ńı nalézt odvozeńı rovnic našich vybraných kinematických křivek,
což jsme využili pro d̊ukazy některých konstrukćı v této práci.
U programu GeoGebra se ukázalo, že neńı pouze pomocńıkem při konstrukćıch kine-
matických křivek, nýbrž je taky skvělým nástrojem pro tvorbu obrázkového materiálu do
této práce. Všechny obrázky obsažené v této práci byly vytvořeny v programu GeoGebra
př́ımo pro účely této práce.
Tato práce nemuśı sloužit pouze jako doplňkový učebńı text žák̊um středńıch škol, ale
může také motivovat učitele matematiky pro práci s Geogebrou nebo posloužit např́ıklad
jako podklad pro náplň speciálńıch hodin či seminář̊u.
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Práce je doplněna konstrukcemi v programu GeoGebra, které jsou dostupné v online
knize https://www.geogebra.org/m/hewpwfnq. V textu práce se pod některými obrázky
vyskytuj́ı odkazy právě na tyto jednotlivé konstrukce.
V konstrukćıch je možné zobrazovat a skrývat objekty, měnit parametry zadáńı a co je pro
účely této práce hlavńı, spouštět animace a zaznaménavat dráhu pohybuj́ıćıho se bodu.
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